
PROBABILITAT

Josep Pia i Carrera

Primera aproximaci6 a la probabilitat

Considerem un fenomen que te un nombre finit de resultats possibles S = {al, ... , an} .

Es l'espai mostral.

Suposem que cada resultat possible a, te associat un nombre real Pi tal que

o :5 Pi :5 1

PI + P2 + ... + Pn-I + Pn = 1

El conjunt de valors Pi es una valoraci6 probabilistica de l'espai mostral.

Un succes A esta format per un cert nombre r de resultats possibles de l'espai mostral S:

Direm que la probabilitat peA) del succes A es el valor

peA) = Pi, + ... + Pir•

Un fenomen es equiprobable quan Pi = *' i = 1, ... , n. Aleshores

peA) = !:. =

casos favorab.les a A.
n casos possibles

Problemes

PRl.-Proveu que (a) 0:5 peA) :51, per a tot succes A.

(b) P(AUB) =P(A)+P(B), si AnB=0.

(c) peS) = 1.

(b') En general, peAl U ... U Am) = peAl) + ... + P(Am), si Ai n Aj = 0, i 1= j.

(d) peA U B) = peA) + PCB) - peA n B).
(d') Generalitzeu (d) a tres, quatre, etc. m successos.

(e) peA) = 1- P(A), on A indica l'esdeveniment contrari de A.

(f) Si A � B, aleshores peA) :5 PCB) i peA - B) = peA) - P(B).
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PR2.-Aquest problema suggereix la definici6 general de probabilitat P en un espai mos­

tral S. Es una aplicaci6 dels subconjunts de S en lR que compleixi les tres propietats:

(a) Per a cada A � S, 0:::; P(A) ::::; 1, per a tot succes A.

(b) P(AUB) =P(A)+P(B), si AnB=0.

(c) P(S) = 1.

Podeu veure que aleshores es compleixen les propietats (b '), (d), (d '), (e) i (f) del problema
anterior.

Aquesta definici6 permet de generalitzar el cas discret al cas general en el qual Spot ser

un conjunt infinit numerable 0 no numerable. L'unic que cal tenir en compte es que la

probabilitat P ha d'estar definida en una familia A de subconjunts d'S tancada per uni6

i per pas al complementari. Cal, a mes, que SEA.

Un exemple concret ens el proporcionen els subconjunts d'un conjunt geometric S que

sigui una superficie 0 un solid. Aleshores, si A � S,

P(A) =

area d'(A)
area d'(S)

o P(A) =

volum d'(A)
volum d'(S)

.

Probabilitat condicionada i independencia

Considerem el segiient exemple: d'un lot de 100 productes amb 80 sense defectes i 20 amb

defectes n'agafem dos i ho fern (a) amb substituci6, (b) sense substituci6.

Considerem ara els segiients successos

A = {el primer article es defctu6s}
B = {el segon article es defectu6s}

En el primer cas P(A) = P(B) = 12000 = t. En el segon cas, P(A) = 12000 = t. Pero quin
es ara el valor de P(B)? Es clar que ara, en el cas (b), el valor que pren P(B) depen del

que hagi passat amb el succes A, ja que el comportament de la mostra varia segons que

s'hagi esdevingut A 0 no. Aleshores indicarem P(BIA) la probabilitat del succes B en el

ben entes que el succes A ha succeit previarnent.
En l'exemple que estern comentant es clar que P(BIA) = !�. (En realitat l'espai mostral

ha canviat i els successos estan condicionats a A.)
Formalment definim la probabilitat condicional per l'expressi6

P(BIA) =
P(A n B)

P(A)
.
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Exemple. Llaneem dos daus i anotem els resultats (Xl, X2), on X; designa el resultat de

l' i -esim dau (i = 1, 2). Considerem els successos

Ara podem considerar el succes

D'on

P(BIA) =
P(A n B)

= 3:6 = �.
P(A) 36 3

De forma analoga podiem haver ealculat primer la probabilitat de P(BIA) i d'ella haver-ne

dedult la probabilitat de P(A n B).
En definitiva, dones,

P(A n B) = P(BIA) . P(A)

P(B n A) = P(AIB) . P(B)

Llei de les probabilitats totals

Sigui A un succes i BI,B2, ... ,Bk-I,Bk unapartici6del'espaimostral S,esadir,una
familia finita de sueeessos tal que

B; n Bj = 0, si i i= i,

Aleshores

P(A) = P(A n BI) + P(A n B2) + ... + P(A n Bk-r) + P(A n Bk) =

= P(AIBr) . P(Br) + P(AIB2) . P(B2) + ... + P(AIBk) . P(Bk)

Formula de Bayes

Si, com abans, A es un succes i BI, B2, .•. , Bk-l, Bk una partiei6 de l'espai mostral S,

aleshores

P(AIB;)· PBi .

P(B;IA) =

P(AIBI). P(Br) + ... + P(AIBk)' P(Bk)'
Z = 1,2, ... , k -1, k.

Aquesta f6rmula rep el nom de f6rmula per a ealcular la probabilitat de les causes, ja

que com que s'ha de donar una i nomes una de les causes B;, ens permet de coneixer la

probabilitat d'aquesta causa en el suposit que s'hagi donat el succes A.
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Successos independents
Dos successos Ai B son independents si, i nornes si, cap d'ells no condiciona la probabilitat
de l'altre; es a dir, si, i nomes si,

P(AIB) = peA).

Dit d'una forma alternativa, si, i nomes si,

peA n B) = peA) . PCB).

En general, n successos AI, ... , An son tmitusmeni independents si, i nornes si, per a tot

k = 2, ... , n, tenim que

P(Ai, n ... n Aik) = P(Ai,) ... P(Aik).

Variables eleetories

Quan fern un experiment, moltes vegades estern mes interessats en algun valor (que sera un

nombre real) associat al resultat de l'experiment, que en el resultat mateix. Per exemple,
si juguem a cara i creu amb un altre jugador, de manera que si tirem i sur cara rebem 5

pta i si surt creu li donem al contrari 3 pta, els dos nombres 5 i 3 ens interessen molt mes

a cada jugada que el fet mateix de sortir cara 0 creu. Aixo ens porta a la definicio de les

funcions que prenen valors sobre el conjunt d'esdeveniments elementals d'un experiment.
Per dir-ho d'alguna manera, parlem de les apostes del joe.

Suposem que tenim un es�ai mostral S = {aI, a2, ... , an} i unes probabilitats assoeiades

Pi tal com s'ha explicat abans. Una variable aleatoria es una funcio de l'espai mostral 5

en lR que associa a eada esdeveniment elemental un nombre real.

X:S�R

Per exemple, sigui 5 = {I, 2, 3, 4, 5, 6} i definim X aixi

X(I) = X(2) = X(3) = 1, X(4) = X(5) = X(6) = -1.

Podem interpretar la variable X com el guany d'un jugador que rep 1 pta si surt 1, 2 0 3

al dau 0 en lliura 1 al contrari si surt 4, 5 0 6 al dau.

Un altre exemple. Tirem una moneda dues vegades i l'espai mostral es

5= {CC,C+,+C,++}
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on C indica cara i + indica creu. Una variable aleatoria sobre aquest espai mostral podria
ser el nombre de cares obtingudes. Tindriem X(CC) = 2, X(C+) = 1, X(+C) = 1,

X(++) = O. Sobre el mateix espai mostral podriem definir altres variables aleatories,
com per exemple, el nombre de cares menys el nombre de creus i tindriem Y(CC) = 2,

Y(C+)=O, Y(+C) =0, Y(++)=-2.

Esperence metemetlce

Si tenim una variable aleatoria que pren valors reals X2,X2, ,xn sobre l'espai mostral

S = {aI, a2, ... ,an} i unes probabilitats associades PI, P2, ,Pn, es defineix com a espe-

rarrca rnatematica 0 tambe mitjana al valor

E(X) = XIPI + X2P2 + ... + XnPn·

Per exemple, si ens demanen I'esperanca matematica de la variable aleatoria valor obtingut
en tirar un dau no trucat, hem d'entendre: (a) que l'espai mostral es el de possibles jugades
del dau, es a dir S = {I, 2, 3,4,5, 6}; (b) que totes les ocurrencies tenen la mateixa

probabilitat (el dau es no trucat), i per tant PI = ... = P6 = 1/6; (c) la variable aleatoria

X pren els valors reals 1, 2, 3, 4, 5, 6 segon els punts que surten al dau. L'esperanca es

1 1 1 1 1 1 16x7 7
1-+2-+3-+4-+5-+6-=- --

666666622

Observeu a l'exemple que I'esperanca maternatica 0 mitjana 0 valor esperat de la variable

aleatoria X pot ser un valor real que X pot no prendre maio La llei dels grans nombres ens

diu que I'esperanca maternatica d'una variable aleatoria es el valor al qual s'aproxima la

mitjana dels valors observats si repetim l'experiment moltes vegades iamb independencia,

Problemes

PR3.-Suposem que un cistell conte 550 pomes de les quals 28 son podrides i 47 son verdes.

Si n'agafo una a l'atzar, quina es la probabilitat que sigui verda? I que sigui podrida?
Si suposem que les verdes no son podrides, quina es la probabilitat que sigui verda 0

podrida?
Si n'hi ha quinze de verdes i podrides, quina es la probabilitat que sigui verda i podrida?
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PR4.-Tirem sis daus iguals. De quantes maneres podem aconseguir que les seves cares

ens mostrin totes nombres diferents?

Ara tirem 6 daus de colors diferents. De quantes maneres podem aconseguir que els seus

resultats siguin tots diferents?

En cada un dels casos, quina es la probabilitat que, en llancar-los una vegada, els sis daus

ens mostrin un nombre diferent?

PR5.-El problema de Fermat-Pascal. Dos jugadors A i B juguen partides cada una de

les quals te una probabilitat de t de ser guanyada i de t de ser perduda. Suposem que el

resultat d'una partida no depen pas dels resultats de les partides anteriors. (Pensem, per

exemple, en una serie de "cares i creus".) Cada jugador guanya un punt quan guanya i

no-res quan perd. Convenen a jugar-se 100 pta cada un i que el pot de 200 pta se l'endura

el primer que guanyi 4 partides. Per la rao que sigui han de plegar quan A necessita dues

partides per tal d'haver-ne guanyat 4 i B en necessita 3. Com cal repartir el pot?
Feu el calcul

(a) suposant que els successos s6n les situacions reals a partir d'aquell moment, si el joe

hagues continuat (soluci6 de Pascal);
(b) veient que en quatre partides s'acaba el joe considerant totes les series teoriques

(equiprobables) de 4 partides. (soluci6 de Fermat).

PR6.-Tirem una moneda, despres tirem un dau, i finalment traiem una carta d'un joe de

52 cartes i considerem els successos

A = surt cara

B=surtun50un6

C = surt una carta de piques

Quin es I'espai rnostral S associat a aquesta experiencia? Quines s6n, en relaci6 amb

aquest espai mostral, els successos A, B, C, An B, B n C, C n A, An B n C? Quines s6n

les probabilitats que els corresponen? S6n independents de dos en dos? I tots tres?

PR7 .-Llancem una moneda n vegades i indiquem si surt cara 0 creu escrivint un 1 0 un

O. Com es l'espai mostral S? Quina es la probabilitat de cada un dels resultats possibles
si la moneda es correct a? Quina es la probabilitat que surtin k uns? I la probabilitat que

surtin n - k zeros?
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Suposem ara que la moneda esta trucada i que la probabilitat que surti cara es p i la

probabilitat que surti creu es q = 1- p. Quina es la probabilitat d'un resultat concret que

tingui k cares? Quants casos possibles hi ha amb k cares? Quina es la probabilitat que,

en tirar la moneda n vegades, surtin k cares exactament? (Formula de Bernoulli.)
I k cares almenys?

Calcula de dues maneres diferents la probabilitat que surti almenys una cara.

PR8.-Sigui S = {I, 2, ... ,120} i suposem el cas equirepartit. Considerem els successos

A = {w I w es multiple de 3}
B = {w I w es multiple de 4}

Calculeu

(a) P(A) i P(B)j

(b) p(AnB) i P(AUB).
Son independents els successos A i B?

Considereu ara el succes

c = {w I w es multiple de 6}.

Quina es la probabilitat de C? I de B n C? I de B U C? Els successos Be, son

independents?

Quina es la probabilitat del conjunt dels nombres divisibles per 3, no divisibles per 5 i

divisibles per 4 0 per 6? (En aquesta part suposem que en el conjunt infinit N de tots el

nombres naturals la probabilitat de multiple de tres es t, etc.)

PR9.-Calculeu la probabilitat que en agafar un nombre natural a l'atzar no sigui divisible

ni per 3, ni per 4, ni per 6, perc en canvi ho sigui per 2 0 per 5.

PRIO.-Calculeu la probabilitat que en agafar dos nombres naturals a l'atzar, siguin pri­

mers entre ells.

PRll.-Demostreu que es impossible de trucar una parella de daus de manera que la suma

de les puntuacions (tirant-los a la vegada) tinguin la mateixa probabilitat.
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PR12.-Quants enters hi ha entre 1000 000 i 10 000 000 que no tinguin dues xifres iguals?
I que no tinguin dues xifres iguals i consecutives ?

PR13.-Proveu que P(A n B) ?:: P(A) + P(B) - 1. (Indicaci6: useu la llei de Morgan.)

PRI4.-Hi ha 184 socis del Barca dels quals 123 son sudafricans i 78 son negres. Trieu a

l'atzar un d'aquests 184 socis. Quina es la probabilitat que sigui negre?

PRI5.-Si A6B = (AUB)-(AnB), aleshores doneu P(A6B) en funcio de P(A),P(B)
i P(A n B) i en funcio de P(A), P(B) i P(A U B).

PRI6.-Si Am, = {w I w es multiple de mI} i Am2 = {w I w es multiple de m2}, alesho-

res

En quins casos es dona la igualtat?

PRI7.-Quina es la probabilitat que un succes A sigui independent d'ell mateix? Si A i

B son dos successos independents i disjunts, quina es la probabilitat d' A? I la de B?

PRI8.-Tirem cine monedes independents. Quina es la probabilitat de 1101O? Quina es la

probabilitat que surtin tres cares exactament? Quina es la probabilitat que no surtin tres

cares? Nota. La qiiestio es forca mes complicada si els llancaments no son independents.
Intenteu de donar-hi una resposta.

PRI9.-Argument de d'Alembert. Llancem dues monedes. Son possibles tres successos:

dues cares, dues creus, una cara i una creu. Cada succes te doncs probabilitat igual at.
Es correcta la interpretacio de d'Alembert? Per que?

PR20.-Llancem 6 daus indistingibles. Quants resultats diferents podem observar? I si

els daus son distingibles?

PR21.-En un cistell de 550 pomes n'hi ha un 2% de podrides. Quina es la probabilitat

que, en agafar-ne 25, 2 estiguin podrides?

266



J. PIa

PR22.-Barragem les cartes d'una baralla de 52 cartes. Quina es la probabilitat que els 4

asos quedin junts?

PR23.-Volem repartir en parts iguals 15 alumnes nous entre els 3 grups que hi ha a

l'escola. Entre aquests 15 alumnes n'hi ha tres de gironins. Quina probabilitat hi ha que

cada classe en tingui un? Quina probabilitat hi ha que tots tres vagin a parar a un mateix

grup?

PR24.-Llancem sis daus. Quina es la probabilitat d'obtenir tres parelles?

PR25.-El problema de l'aniversari. Quina es la probabilitat que en un grup d'n persones

n'hi hagi dues almenys que hagin nascut el mateix dia?

PR26.-Tenim 4 cartes conegudes i les posem de cap per avall damunt la taula. A l'atzar

els donem un valor; quina es la probabilitat d'endevinear-ne 1, 2, 3 0 4?

PR27.-La paradoxa de Bertrand. Tracem una corda a l'atzar en un cercle. Quina es la

probabilitat que sigui mes gran que no pas el costat del triangle equilater inscrit? Distingiu
tres metodes de calcul:

( a) la distancia al centre;

(b) la situaci6 del punt mitja de la corda;

(c) l'angle central que determina la corda. Quina es la paradoxa?

PR28.-CoHoquem 8 torres en un tauler d'escacs. Quina es la probabilitat que cap d'elles

pugui matar-ne una altre?

PR29.-Un test conte 12 preguntes que solament accepten la resposta de "veritat" 0 "fals".

Si un estudiant decideix col-locar-ne sis de cada a l'atzar, de quantes maneres pot fer­

ho? Suposant que efectivament sis de les preguntes siguin certes isis falses, quina es la

probabilitat que ho endivini?
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PR30.-En una porta hi ha dos panys i les claus son en una capsa en la qual hi ha sis

claus. Si en traiem dues a I'atzar i en coHoquem una a cada pany, quina es la probabilitat

que obrin la porta? Quina es la probabilitat que el parell de claus serveixi per obrir la

porta?

PR31.-S'han perdut dos cargols d'una maquina que te cargols de tres mides diferents.

Agafem tres cargols de mides diferents. Quina es la probabilitat que ens serveixin per

arreglar la maquina?

PR32.-Llancem un dau tres vegades. Quina es la probabilitat que les tres vegades surti

el numero mes alt? Quina es la probabilitat que cada vegada surti un valor mes alt que

l'anterior?

PR33.-Llancem tres daus dues vegades. Quina es la probabilitat que les dues vegades

s'obtingui el mateix numero

(a) si els daus son distingibles?

(b) si els daus son indistingibles?

PR34.-En una festa hi ha 6 dones i 4 homes. De quantes maneres podem formar quatre

parelles de ball? I tres parelles de ball?

PR35.-Si agafem 4 sabates a l'atzar de cine parells diferents, quina es la probabilitat que

almenys poguem fer una parell de sabates?

PR36.-Sabeu que de les quatre cartes cap per avall que hi ha damunt la taula, dues

son vermelles i dues negres. Els assignem un color a l'atzar. Quina es la probabilitat
d'encertar-ne 4, 2 0 cap?

PR37.-Un autobus fa 4 parades dins l'aeroport per tal de distribuir 15 passatgers. Quina
es la probabilitat que tots baixin ala mateixa parada? Quina es la probabilitat que almenys
una persona baixi a cada una de les parades?
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PR38.-En un bombo hi ha 366 boles etiquetades amb els dies d'un any de traspas. Si

n'extreiem 180, quina es la probabilitat que corresponguin a dies distribuits uniformement

sobre els 12 mesos? Quina es la probabilitat que entre les 30 primeres boles extretes no ni

hagi cap dia del mes d'Agost 0 de Setembre?

PR39.-El problema dels llumins de Banach. Tenim dues capses de llumins i en posem

una a cada butxaca dels pantalons. Cada capsa te n llumins. Quan en necessitem un,

triem a l'atzar una butxaca, treiem la capsa de llumins, n'agafem un i tornem la capsa a

la butxaca. Una de les vagades que traiem una capsa, observem que es buida. Quina es la

probabilitat que a l'altre capsa hi quedin k llumins?

PR40.-Un dau perfecte es llanca dues vegades. El total de punts obtinguts es 7. Quina
es la probabilitat que el primer punt hagi esta k, amb 0 :::; k :::; 6?

PR41.-Tirem sis daus. Quina es la probabilitat que surtin sis resultats diferents?

PR42.-Considerem families amb dos fills (que poden ser nois 0 noies amb igual probabi­

litat). Considerem els successos

A = el primer fill es un noi

B = els dos fills tenen el sexe diferent

C = el primer fill es una noia

D = el segon fill es un noi

Proveu que A i B son independents i B i C tambe, pero A i C no. La independencia

no es transitiva. Son independents AiD ? I BiD? I A, BiD?

PR43.-La ruina del jugador. Dos jugadors MiN disposen de min pta respectivament.

J uguen amb una moneda no trucada. Si surt cara, M dona una pesseta aNi si surt

creu ho fan al reves. El joc continua fins que un dels dos jugadors s'arruina. Calculeu les

probabiltats de guany de cada jugador i la durada mitjana de la partida.
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Mostra de solucions

Soluci6 del problema PR5

(a) Suposem que seguim jugant realment. Tenim els segiients casos i probabilitats

Favorables a A: Favorables a B:

AA 1/4 ABBB 1/16
ABA 1/8 BABB 1/16
ABBA 1/16 BBAB 1/16
BAA 1/8 BBB 1/8
BABA 1/16
BBAA 1/16

EI problema no es equirepartit.

(b) Si el problema es equirepartit i considerem tots els casos possibles, es a dir, totes les

quaternes possibles -si el joe seguis, en quatre partides segur que hi ha un guanyador­

podem comptar facilment els casos favorables a A i els casos favorables a B que son,

respectivament, 11 i 5. S'obte el mateix resultat que a (a).

Soluci6 del problema PR9

Posem In = nZ = {nz : z E Z}. Aleshores es demana la probabilitat del succes

on In = Z - In. Cal recordar que In n 1m = {z E Z : z = n 1 Z = m}
r = mcm( m, n). Cal recordar tambe que si MiN son succesos, llavors

t.; on

P(M U N) = P(M) + P(N) - P(M n N)

i, com que M n N = M - (M n N),

P(M n N) = P(M) - P(M n N).

Ara cal aplicar aquestes formules a l'esdeveniment A.
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Soluci6 del problema PR20

Si els daus son distingibles, aleshores tenim 66 resultats diferents.

Si son indistingibles hi ha CR� = 462 casos, que es poden desglosar:

• tots iguals: CJ = 6

• 5 d'iguals: CJ· Cg = 30

{
2 de diferents: CJ· Cg = 60

.4 d'iguals i

2 d'iguals: cl· Cg = 30

{
3 de diferents: CJ· cg = 60

.3 d'iguals i 2 d'iguals i un de diferent: cl· Cg . cl = 120

3 d'iguals: C� = 15

{
4 de diferents: CJ· ct = 30

.2 d'iguals i 2 d'iguals i 2 de diferents: C�· cl = 90

2 d'iguals i 2 diguals: cg = 20

• tots diferents: C� = 1

Soluci6 del problema PR26

Tenim 4! maneres diferents d'assignar valors. Volem calcular la probabilitat d'encertar

exactament una carta que pot se la primera, 0 la segona, 0 la tercera 0 la quarta. Si les

cartes reals son a, b, c i d i suposem que hem d'encertar la quarta, els valors que podem

assignar ales tres primeres son

abc, acb, bac, cba, bca, cab.

D'aquests casos, els unics que son favorables a encertar nornes la quarta son els dos darrers.

Els mateix valor ens sortiria si calculessirn els casos favorables a encertar exactament la

primera, la segona 0 la tercera. Els casos favorables en total son 8 i la probabilitat sera

8/24 = 1/3.
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Si hem d'encertar exactament dues cartes, el parell de cartes encertades es pot triar de

Cl = 6 maneres diferents, i si per exemple hem d'encertar la tercera i la quart a, els valors

que podem assignar a la primera i la segona son

ab,ba

i nomes aquest ultim fa que no s'encerti ni a primera ni la segona. Els casos favorabies son

6 i la probabilitat es 6/24 = 1/4.
Encertar exactament tres cartes es impossible.
Calculeu la probabilitat d'encertar totes les cartes, i la de no encertar-ne cap.
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